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COURBES ELLIPTIQUES SUR LA VARIE´TE´
SPINORIELLE DE DIMENSION 10
Nicolas Perrin
Introduction
Dans cet article, nous re´pondons a` une question de Dimitri Markushevich concernant l’ir-
re´ductibilite´ du sche´ma des courbes elliptiques sur la varie´te´ spinorielle de dimension 10.
Soit G le groupe S0(10) et P le parabolique maximal associe´ a` la racine simple α5 avec les
notation de [Bo]. La varie´te´ homoge`ne G/P correspond a` la grassmannienne des sous-espaces
totalement isotropes maximaux (ici de dimension 5) de type 1 dans un espace vectoriel de
dimension 10 muni d’une forme quadratique non de´ge´ne´re´e. Elle est lisse de dimension 10, nous
la noterons X. Nous montrons le re´sultat suivant :
THE´ORE`ME 0.1. — Soit C une courbe elliptique lisse et soit α ∈ A1(X) une classe de 1-cycles
sur X de degre´ d. Si d ≥ 4, alors le sche´ma Homα(C,X) des morphismes de C vers X de classe
α est irre´ductible de dimension 8d.
Pour montrer ce re´sultat, nous utilisons la re´solution de Bott-Samelson pi : X˜W• → X associe´e
a` un drapeau complet W• (cf. paragraphe 1). Contrairement au cas des courbes rationnelles
que nous avons traite´ dans [P1] ou [P2], nous avons besoin d’imposer des conditions (∗) (cf.
paragraphe 2.1) sur les classes α˜ ∈ A1(X˜) telles que pi∗(α˜) = α pour obtenir l’irre´ductibilite´
du sche´ma Homα˜(C, X˜W•). Nous montrons (propositions 4.1 et 4.4) que pour (essentiellement)
tout morphisme f ∈ Homα(C,X), il existe un drapeau complet W• tel que f se rele`ve dans
X˜W• en un morphisme f˜ satisfaisant les conditions (∗). On conclue alors a` l’irre´ductibilite´ en
faisant varier W•.
Remarque 0.2. — (ı) Pour les morphismes de degre´ 2 et 3 on montre facilement que les
varie´te´s sont irre´ductibles de dimensions respectives 19 et 25.
(ıı) La technique pre´sente´e ici doit pouvoir se ge´ne´raliser aux varie´te´s homoge`nes minuscules.
C’est ce que nous faisons dans [P3] pour les groupes classiques.
1 Re´solution de Bott-Samelson
Nous reprendrons la plupart des notations de [P2]. Soit W le groupe de Weyl de G et WP le
sous-groupe de W stabilisant P . On note w0 l’e´le´ment de longueur maximal dans W et w0 sa
classe dans W/WP . On a une e´criture re´duite de w0 et meˆme de w0 :
w0 = s4 s3 s2 s5 s1 s3 s2 s4 s3 s5 (∗)
ou` si est la classe dans W/WP de la syme´trie par rapport a` la racine simple αi (toujours avec
les notations de [Bo]).
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Une fois cette de´composition fixe´e, a` tout drapeau complet W•, on peut associer (cf. [De])
une varie´te´ de Bott-Samelson X˜W• . Cette varie´te´ peut eˆtre de´crite comme une suite de fibrations
X˜W• = X10
f10
−→ · · ·
f2
−→ X1
f1
−→ X0 ≃ Spec(k).
ou` les fi sont des fibrations en droite projectives. Chacune de ces fibrations fi est munie d’une
section σi et on note ξi le diviseur de Xi donne´ par σi(Xi−1). Par abus de notations, nous
noterons encore ξi l’image re´ciproque de ce diviseur dans X˜W• . Nous noterons Ti le fibre´ tangent
relatif de la fibration fi et pi le morphisme de X˜W• vers Xi.
2 Fibrations
2.1 Irre´ductibilite´
Nous montrons une proposition qui permet de remonter l’irre´ductibilite´ du sche´ma des mor-
phismes a` travers les fibrations en droites projectives. Cependant, contrairement au cas des
courbes rationnelles (cf. [P1] prop. 4), la seule condition d’avoir un degre´ relatif positif ne suffit
plus. Soit C une courbe elliptique lisse.
PROPOSITION 2.1. — Soit ϕ : X → Y une fibration en droites projectives munie d’une
section σ et soit α˜ ∈ A1(X) une classe de 1-cycles. Notons T le fibre´ tangent relatif et ξ le
diviseur donne´ par la section. Supposons que α˜ ve´rifie α˜ · ξ ≥ 0 et α˜ · (T − ξ) > 0.
Si Homϕ∗α˜(C, Y ) est irre´ductible, alors Homα˜(C,X) l’est et
dim(Homα˜(C,X)) = dim(Homϕ∗α˜(C, Y )) + α˜ · T.
Preuve. Notons E un fibre´ vectoriel de rang 2 sur Y tel que X = PY (E). La section σ est
donne´e par une surjection E → L ou` L est inversible. Notons N le fibre´ inversible noyau de cette
surjection.
Nous e´tudions la fibre du morphisme Homα˜(C,X)→ Homϕ∗α˜(C, Y ) au dessus de la fle`che
f : C → Y . Un e´le´ment de la fibre est donne´ par un rele`vement de f , c’est a` dire par une
surjection f∗E →M ou` M est inversible sur C avec 2 deg(M)− deg(f∗E) = α˜ · T . Un e´le´ment
de la fibre est donc donne´ par un fibre´ inversible M de degre´ d = deg(f
∗E)+α˜·T
2 et par un e´le´ment
surjectif de PHom(f∗E,M). On a α˜ ·ξ = deg(M)−deg(f∗N) et α˜ ·(T −ξ) = deg(M)−deg(f∗L)
et on doit distinguer deux cas.
Si α˜ · ξ > 0 alors Hom(f∗E,M) est la somme directe de Hom(f∗N,M) et de Hom(f∗L,M)
et est de dimension contante (par rapport a` f) e´gale a` α˜ · T et le choix de M est libre. La fibre
est donne´e par le choix de M puis d’une surjection f∗E →M c’est-a`-dire par un ouvert (donne´
par la condition de surjectivite´) non vide de PHom(f∗E,M)×Picd(C). On a donc une fibration
lisse de dimension α˜ · T au-dessus de Homϕ∗α˜(C, Y ) d’ou` le re´sultat.
Si α˜·ξ = 0 alors siM 6≃ f∗N on a Hom(f∗N,M) = 0 donc toute fle`che f∗E →M se factorise
par f∗L et on ne peut avoir de fle`che surjective car deg(M)− deg(f∗L) = α˜ · (T − ξ) > 0. Pour
tout e´le´ment de la fibre, on doit donc avoir un isomorphisme M ≃ f∗N . Mais alors comme
deg(M)− deg(f∗L) = α˜ · (T − ξ) > 0, on a E =M ⊕ f∗L et Hom(f∗E,M) est la somme directe
2
de Hom(f∗N,M) et de Hom(f∗L,M) et est de dimension contante (par rapport a` f) e´gale a`
α˜ ·T +1. La fibre est donne´e par un ouvert non vide de PHom(f∗E,M). On a donc une fibration
lisse de dimension α˜ · T au-dessus de Homϕ∗α˜(C, Y ). 
Remarque 2.2. — On sait calculer les Ti en fonction des ξi (cf. [P2] prop. 2.11) :
Ti =
i∑
k=1
〈
γ∨k , γi
〉
ξi
ou` les γi sont des racines positives de´finies a` partir de la de´composition re´duite (∗) (cf.[P2]).
On peut ici calculer tous les 〈γ∨k , γi〉 et on a (le re´sultat est syme´trique en k et i car R = R
∨) :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 1 1 1 1 1 1 0 0 0
2 2 1 1 1 0 0 1 1 0
3 2 0 1 1 0 1 0 1
4 2 0 1 1 1 1 0
5 2 0 1 0 1 1
6 2 1 1 0 1
7 2 0 1 1
8 2 1 1
9 2 1
10 2 .
On peut lire l’e´criture de Ti sur la i
ie`me colonne. En particulier, on voit que si une classe
α˜ est strictement positive par rapport a` ξ1, ξ2 et ξ3 et positive par rapport a` tous les ξi, alors
elle est strictement positive par rapport a` tous les fibre´s Ti − ξi. Notons A
+
1 (X˜) l’ensemble des
classes α˜ qui sont strictement positives par rapport a` ξ1, ξ2 et ξ3 et positives par rapport a` tous
les ξi.
2.2 Calcul de la dimension
La proposition pre´ce´dente nous permet donc de montrer que pour tout α ∈ A+1 (X˜), le sche´ma
Homα(C, X˜) est irre´ductible de dimension
α˜ ·
10∑
i=1
Ti = α˜ · (8ξ1 + 7ξ2 + 6ξ3 + 6ξ4 + 5ξ5 + 5ξ6 + 4ξ7 + 4ξ8 + 3ξ9 + 2ξ10).
Le ge´ne´rateur ample du groupe de Picard de X se rele`ve dans X˜ en un diviseur ξ̂ qui s’e´crit
ξ̂ =
10∑
i=1
ξi.
Ainsi si α˜ est une classe de A+1 (X˜) telle que deg(pi∗(α˜)) = α˜ · ξ̂ = d, alors le sche´ma Homα˜(C, X˜)
est irre´ductible de dimension :
8d− α˜ · ξ2 − 2α˜ · ξ3 − 2α˜ · ξ4 − 3α˜ · ξ5 − 3α˜ · ξ6 − 4α˜ · ξ7 − 4α˜ · ξ8 − 5α˜ · ξ9 − 6α˜ · ξ10.
En particulier la dimension est maximale exactement lorsque α˜ · ξi = 0 pour i diffe´rent de 1, 2
et 3 et α˜ · ξi = 1 pour i ∈ {1; 2; 3}. La dimension est alors 8d− 3.
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3 Description de X˜W•
3.1 Configurations
Nous de´crivons ici la re´solution de Bott-Samelson sous la forme d’une varie´te´ de configuration.
Ceci a e´te´ re´alise´ par P. Magyar [Ma]. Nous avons ici
X˜W• =
{
(V˜1, V˜2, V˜
′
2 , V˜3, V˜
′
3 , V˜
′′
3 , V˜4, V˜
′
4 , V˜5, V˜
′
5) / (∗∗)
}
ou` l’indice i pour i ∈ {1; 2; 3} indique qu’on a un sous-espace totalement isotrope de dimension
i et ou` l’indice 4 respectivement 5 indique qu’on a un sous-espace totalement isotrope maximal
de type 2 ou 1 respectivement. Les conditions (∗∗) sont donne´es par les 10 conditions :
V˜4 ⊃W3, W2 ⊂ V˜3 ⊂W5 ∩ V˜4, W1 ⊂ V˜2 ⊂ V˜3, V˜3 ⊂ V˜5, V˜1 ⊂ V˜2,
V˜2 ⊂ V˜
′
3 ⊂ V˜5 ∩ V˜4, V˜1 ⊂ V˜
′
2 ⊂ V˜
′
3 , V˜
′
3 ⊂ V˜
′
4 , V˜
′
2 ⊂ V˜
′′
3 ⊂ V˜5 ∩ V˜
′
4 , V˜
′′
3 ⊂ V˜
′
5 .
On peut en fait ”visualiser” cette configuration sous la forme d’un carquois (voir [P3] pour
plus de de´tails) ou` une fle`che signifie qu’on a une inclusion dans le seul sens possible. On ne fait
pas apparaˆıtre les points du drapeau de de´part W•. Ainsi dans le cas pre´sent le carquois est
V˜4
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V˜ ′5 .
Cette e´criture sous forme de carquois n’apparaˆıt pas explicitement dans [Ma]. Les liens entre
de´composition re´duite et carquois plonge´ dans le complexe de Coxeter sont mis en e´vidence par
S. Zelikson [Ze] ou dans le mode`le des galeries combinatoires de C.E. Contou-Carre`re [CC], voir
aussi S. Gaussent [Ga].
Les fibrations fi sont donne´es par les morphismes d’oubli en remontant les fle`ches du car-
quois : on oublie V˜ ′5 puis V˜
′′
3 et ainsi de suite. Les sections sont alors donne´es par les e´galite´s
ξ1 : V˜4 =W4, ξ2 : V˜3 =W3, ξ3 : V˜2 =W2, ξ4 : V˜5 =W5, ξ5 : V˜1 =W1,
ξ6 : V˜
′
3 = V˜3, ξ7 : V˜
′
2 = V˜2, ξ8 : V˜
′
4 = V˜4, ξ9 : V˜
′′
3 = V˜
′
3 , ξ10 : V˜
′
5 = V˜5.
4
Le morphisme de X˜W• vers X est donne´ par la dernie`re projection c’est-a`-dire par l’espace
V˜ ′5 . Si on a un point V ∈ X en position ge´ne´rale par rapport au drapeau W•, alors on peut
retrouver les espaces de la configuration pre´ce´dente graˆce aux formules :
V˜ ′5 = V V˜1 = V ∩W5 V˜2 = V˜1 +W1 V˜3 = V˜1 +W2 V˜4 ⊃ V˜1 +W3
V˜ ′2 = V ∩ V˜4 V˜
′
3 = V˜
′
2 + V˜2 V˜5 ⊃ V˜
′
2 + V˜3 V˜
′′
3 = V ∩ V˜5 V˜
′
4 ⊃ V˜
′
3 + V˜
′′
3
en remarquant que lorsqu’on a un sous-espace totalement isotrope maximal de type fixe´, il est
de´termine´ par un sous-espace totalement isotrope de dimension 4 qu’il contient.
En particulier, si un morphisme f : C → X rencontre l’ouvert des points en position ge´ne´rale
par rapport a`W•, on peut de´finir sur un ouvert de C et donc par prolongement sur C tout entie`re
une section f˜ de f dans X˜W• donne´e par les formules du tableau pre´ce´dent.
3.2 Images par pi
Il est facile de de´crire l’image des diviseurs ξi dans X. On a
pi(ξ1) = {V ∈ X / dim(V ∩W4) ≥ 1} pi(ξ2) = {V ∈ X / dim(V ∩W3) ≥ 1}
pi(ξ3) = {V ∈ X / dim(V ∩W2) ≥ 1} pi(ξ4) = {V ∈ X / dim(V ∩W5) ≥ 3}
pi(ξ5) = {V ∈ X / dim(V ∩W1) ≥ 1} pi(ξ6) =
{
V ∈ X /
dim(V ∩W2) ≥ 1
dim(V ∩W5) ≥ 3
}
pi(ξ7) =
{
V ∈ X /
dim(V ∩W1) ≥ 1
dim(V ∩W5) ≥ 3
}
pi(ξ8) = {V ∈ X / dim(V ∩W3) ≥ 2}
pi(ξ9) =
{
V ∈ X /
dim(V ∩W1) ≥ 1
dim(V ∩W3) ≥ 2
}
pi(ξ10) = {V ∈ X / dim(V ∩W2) ≥ 2}.
4 E´tude d’un ouvert de X
Fixons un sous-espace totalement isotrope W5 de dimension 5 et de type 1. Si Stab(W5) est
le stabilisateur de W5 dans G, les orbites de ce stabilisateur sont donne´es par
{V ∈ G/P / dim(V ∩W5) = 1}, {V ∈ G/P / dim(V ∩W5) = 3} et {W5}.
La premie`re orbite est dense la seconde de codimension 3 et la derne`re de codimension 10. Notons
U la premie`re orbite qui est un ouvert dense de X et i l’inclusion. Le fait que X \ U est de
codimension 3 et la proposition 2 de [P1] (qui s’adapte au cas d’une courbe quelconque) montre
que pour e´tudier l’irre´ductibilite´ de Homα(C,X), il suffit d’e´tudier celle de Homi∗α(C,U).
Sur l’ouvert U on a un morphisme naturel
pW5 : U // P(W
∨
5 )
V
 // [V ∩W5].
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La proposition 5 de [P1] de´crit ce morphisme comme un fibre´ vectoriel au dessus de P(W∨5 ) et
la description donne´e dans cette proposition permet d’identifier ce fibre´ qui est Λ2TP(W∨
5
)(−1).
Nous montrons maintenant la
PROPOSITION 4.1. — Soit f : C → U un morphisme, si pW5 ◦ f(C)red l’image re´duite de
C par la compose´e pW5 ◦ f n’est pas contenue dans un plan, alors on peut comple´ter W5 en un
drapeau complet W• tel que f se rele`ve en f˜ dans X˜W• avec f˜(C) · ξi ≥ 0 pour tout i et
f˜(C) · ξ1 > 0, f˜(C) · ξ2 > 0 et f˜(C) · ξ3 > 0.
Preuve. Soit x1 ∈ C tel que pW5(x1) est un point lisse de pW5(C)red. Comme cette courbe
n’est pas plane (et a fortiori pas contenue dans une droite), il existe un point x2 ∈ C tel que
pW5(x2) est un point lisse et n’est pas contenu dans la tangente Θ1 a` pW5(C)red en pW5(x1). Par
ailleurs, on peut quitte a` changer x1 choisir x2 tel que la tangente Θ2 a` pW5(C)red en pW5(x2)
ne passe pas par pW5(x1). Comme la courbe pW5(C)red n’est pas plane, il existe un point x3 ∈ C
tel que pW5(x3) n’est contenu dans aucun des deux plans Π1 et Π2 respectivement engendre´s par
la droite Θi et le point pW5(x3−i) pour i ∈ {1; 2}. De meˆme, il existe un point x4 ∈ C tel que
pW5(x4) n’est pas contenu dans le plan Π engendre´ par pW5(x1), pW5(x2) et pW5(x3) ni dans les
plans Π1 et Π2.
L’intersection du plan Π et des plans Π1 et Π2 est la droite (pW5(x1), pW5(x2)) qui rencontre
les droites Θi aux points pW5(xi) pour i ∈ {1; 2}. Ainsi le plan Π ne contient pas Θi pour i ∈ {1; 2}
et nous pouvons choisir un sous-espace vectoriel U4 de dimension 4 de W5 contenant pW5(x1),
pW5(x2) et pW5(x3) mais ne contenant pas pW5(x4) ni Θi pour i ∈ {1; 2}. Nous choisissons
ensuite un sous-espace vectoriel W3 de dimension 3 de U4 contenant pW5(x1) et pW5(x2) mais ne
contenant pas pW5(x3), un sous-espace vectoriel W2 de dimension 2 de W3 contenant pW5(x1)
mais ne contenant pas pW5(x2) et enfin un sous-espace vectoriel W1 de dimension 1 de W2
ne contenant pas pW5(x1). Pour comple´ter le drapeau, nous prenons pour W4 le sous-espace
totalement isotrope de dimension 5 de type 2 contenant U4. Nous obtenons ainsi un drapeau
W•. Il nous suffit pour terminer de monter le
LEMME 4.2. — Le morphisme f : C → X se rele`ve en f˜ dans X˜W• avec f˜(C) · ξi ≥ 0 pour
tout i et
f˜(C) · ξ1 > 0, f˜(C) · ξ2 > 0 et f˜(C) · ξ3 > 0.
Preuve. Pour montrer que f se rele`ve en f˜ dans X˜W• avec f˜(C) · ξi ≥ 0 pour tout i, il suffit
de montrer qu’un point de f(C) est en position ge´ne´rale par rapport au drapeau W•. C’est le
cas du point f(x4). En effet, on sait que l’intersection de f(x4) avec W5 est pW5(x4) donc f(x4)
ne peut rencontrer W1, W2, W3 ni U4. Par ailleurs, si f(x4) rencontrait W4, cette intersection
serait de dimension au moins 2 et rencontrerait donc U4, c’est impossible.
Il reste a` montrer que f˜(C) rencontre ξi en f(x4−i) pour i ∈ {1; 2; 3}. Le meˆme raisonnement
que ci-dessus implique que f(x3) ne rencontre pasW1,W2 niW3 mais rencontreW5 en dimension
1 exactement et rencontre e´galement W4. Ainsi f(x3) est contenu dans pi(ξ1) mais dans aucun
des pi(ξi) pour i > 1. Le point f˜(x3) est donc contenu dans ξ1.
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De la meˆme manie`re, on voit que f(x2) ne rencontre pas W1 ni W2 mais rencontre W3 en
dimension 1 exactement. Ainsi f(x2) est contenu dans pi(ξ1) et pi(ξ2) mais dans aucun des pi(ξi)
pour i > 2. Par ailleurs on a une application U˜4 de´finie sur un ouvert de C par
U˜4(x) = pW5(x) +W3
qui se prolonge sur C tout entie`re. L’image de x2 est donne´e par U˜4(x2) = Θ2+W3 6= U4. Ainsi
l’espace V˜4(x2) qui permet de de´finir f˜(x2) est diffe´rent de W4 et f˜(x2) 6∈ ξ1. Le point f˜(x2) est
donc contenu dans ξ2.
Enfin, on voit que f(x1) ne rencontre pas W1 mais rencontreW2 en dimension 1 exactement.
Ainsi f(x1) est contenu dans pi(ξ1) pi(ξ2) et pi(ξ3) mais dans aucun des pi(ξi) pour i > 3. Par
ailleurs on a deux applications V˜3 et U˜4 de´finies sur un ouvert de C par
V˜3(x) = pW5(x) +W2 et U˜4(x) = pW5(x) +W3
qui se prolongent sur C tout entie`re. Les images de x1 sont donne´es par V˜3(x3) = Θ1+W2 6=W3
et U˜4(x1) = Θ1+W3 6= U4. Ainsi on a f˜(x1) 6∈ ξ1 et f˜(x1) 6∈ ξ2. Le point f˜(x1) est donc contenu
dans ξ3. 
Remarque 4.3. — La construction pre´ce´dente montre que pour un morphisme f : C → U
donne´ tel que pW5 ◦ f(C)red n’est pas contenue dans un plan, les drapeaux qui comple`tent W5
en un drapeau complet ve´rifiant les conditions de la proposition 4.1 forment une varie´te´ de
dimension 7 : choix des points xi pour i ∈ {1; 2; 3} (dimension 3) puis choix des sous-espaces
Wi pour i ∈ {1; 2; 3; 4} (dimension 1 pour chaque Wi).
Nous montrons maintenant que les morphismes qui ne satisfont pas les conditions de la
proposition 4.1 ne peuvent former une composante irre´ductible du sche´ma des morphismes.
Rappelons que le morphisme pW5 : U → P(W
∨
5 ) est le morphisme de projection du fibre´ vectoriel
Λ2TP(W∨
5
)(−1).
PROPOSITION 4.4. — Soit α ∈ A1(X) une classe de degre´ d ≥ 2. Le ferme´ du sche´ma des
morphismes Homi∗α(C,U) forme´ des fle`ches f telles que la courbe pW5 ◦ f(C)red est contenue
dans un plan est de dimension au plus 6d+ 7.
Lorsque d ≥ 4, ce ferme´ ne peut former une composante irre´ductible de Homi∗α(C,U).
Preuve. Nous conside´rons le morphisme Homi∗α(C,U) → HompW5∗i
∗α(C,P(W
∨
5 )) induit
par pW5 . Pour de´finir pW5∗ nous conside´rons les classes de 1-cycles comme des e´le´ments du
dual du groupe de Picard et utilisons la transpose´e de pW5
∗. L’image du ferme´ conside´re´ dans
HompW5∗i
∗α(C,P(W
∨
5 )) est irre´ductible de dimension 3d + 6 et contient le ferme´ des courbes
dont le support re´duit est une droite qui est irre´ductible de dimension 2d+ 6.
La fibre du morphisme Homi∗α(C,U) → HompW5∗i
∗α(C,P(W
∨
5 )) au dessus de f : C →
P(W∨5 ) est donne´e par H
0(f∗Λ2TP(W∨
5
)(−1)). Pour un morphisme dont l’image est contenue
dans un plan, on a
f∗TP(W∨
5
)(−1) = O
2
C ⊕ E
7
ou` E est un fibre´ de rand 2 et de degre´ d sur C engendre´ par ses sections (car TP(W∨
5
)(−1) l’est).
De plus E a un facteur trivial si et seulement si l’image de f est contenue dans une droite. Ainsi
on a
f∗Λ2TP(W∨
5
)(−1) = OC ⊕O
2
C ⊗ E ⊕ Λ
2E.
Si E n’a pas de facteur trivial c’est-a`-dire lorsque l’image de f n’est pas contenue dans une
droite, alors la dimension du groupe H0(f∗Λ2TP(W∨
5
)(−1)) est 3d + 1. Si E a un facteur trivial
(ne´cessairement unique) c’est-a`-dire lorsque l’image de f est contenue dans une droite, alors la
dimension du groupe H0(f∗Λ2TP(W∨
5
)(−1)) est 3d+3. Ainsi le ferme´ recherche´ a une dimension
au plus e´gale a` max(6d+ 7; 5d + 9) = 6d+ 7 pour d ≥ 2.
Enfin la dimension d’une composante irre´ductible de Homi∗α(C,U) est au moins 8d qui est
strictement supe´rieur a` 6d+ 7 de`s que d ≥ 4 ce qui prouve la dernie`re assertion. 
5 Irre´ductibilite´
5.1 L’incidence
Soit B un sous-groupe de Borel deG, la varie´te´ des drapeaux complets estG/B. Les drapeaux
completant W5 en un drapeau complet forment la varie´te´ Stab(W5)/B qui est de dimension 10.
Nous avons vu qu’a` chaque drapeau complet W• correspond une re´solution de Bott-Samelson
X˜W• → X. Conside´rons l’incidence suivante :
I
p
//
q

Homi∗α(C,U)
Stab(W5)/B
ou` I est forme´e des couples (W•, f) ∈ Stab(W5)/B ×Homi∗α(C,U) ve´rifiant les conclusions de
la proposition 4.1. Nous avons vu a` la proposition 4.4 que la fle`che p : I → Homi∗α(C,U) est
dominante de`s que d ≥ 4. Rappelons que nous avons vu a` la remarque 4.3 que la fibre de p est
de dimension 7.
5.2 La fibre de q
Fixons W• un drapeau complet. La fibre de q au dessus de W• est forme´ des morphismes
f ∈ Homi∗α(C,U) qui se rele`vent en f˜ dans X˜W• et tels que f˜(C) rencontre ξ1, ξ2 et ξ3. On a
donc une fle`che surjective ∐
α˜∈A+
1
(X˜), pi∗(α˜)=α
Homα˜(C, X˜W•)→ q
−1(W•).
Nous pouvons faire cette construction en famille au dessus de Stab(W5)/B.
Pour tout e´le´ment α˜ ∈ A+1 (X˜) tel que la dimension de Homα˜(C, X˜W•) est strictement
infe´rieure a` 8d − 3 (c’est-a`-dire , d’apre`s le paragraphe 2.2 lorsque α˜ ne ve´rifie pas α˜ · ξi =
0 pour i diffe´rent de 1, 2 et 3 et α˜ · ξi = 1 pour i ∈ {1; 2; 3}) la famille de morphismes
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Homα˜(C, X˜W•) lorsque W• varie est de dimension strictement infe´rieure a` 8d + 7 et son im-
age dans Homi∗α(C,U) est strictement infe´rieure a` 8d. Elle ne peut former une composante
irre´ductible de Homi∗α(C,U).
Ainsi si α˜0 est l’e´le´ment de A
+
1 (X˜) tel que pi∗(α˜) = α et α˜ · ξi = 0 pour i diffe´rent de 1, 2
et 3 et α˜ · ξi = 1 pour i ∈ {1; 2; 3}, la famille de morphismes Homα˜0(C, X˜W•) lorsque W• varie
s’envoie de manie`re dominante sur Homi∗α(C,U). Comme cette famille est irre´ductible graˆce a`
la proposition 2.1 on a l’irre´ductibilite´ de Homı∗α(C,U) puis graˆce a` la proposition 2 de [P1] :
THE´ORE`ME 5.1. — Pour α ∈ A1(X) tel que d = deg(α) ≥ 4, le sche´ma Homα(C,X) est
irre´ductible de dimension 8d.
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